1. cviceni - reSeni

Priklad 1 (a) f(z) = Y251

1—x2

(1= a2
3302'(1—3:2)+4$-(x3—1)
2@ -1 Vet o1
zt + 322 — 4z 23+ 2% +4x

20— Dz+1)2 VP =1 2@—1D(=+1)2Vad -1

V poslednim kroku jsme vyuzili toho, Ze

(z* +32% —42) : (x — 1) = 23 + 22 + 4a.

Priklad 1 (b) f(z) = log (cos (%))

7/(z) = (10g (cos (")) = —— - (cos (¢"))' =

cos (e%)

1
cos (e%)

- (—sin (ex)> et =

= —tan (e”) - €*

Piiklad 1 (¢) f(z) = (cos(Qx) — 6236)

fl(z) = ((008(230) — e**) _3>, = —3- (cos(2z) — QQI)_4 + (cos(2z) — eQx)/ =
= —3 (cos(2z) — 62:5)74 - (—sin(2z) - 2 — 2¢**) =
=6 (cos(2z) — 621)74 - (sin(2z) + €**)

Priklad 1 (d) f(z) = arccos (1) - log (% — 22 + 1)

T

flx) = (aI“CCOS (i) ‘log (2 — 22 + 1)>/ =
— <arccos (i))/ -log (2° — 22 + 1) + arccos (i) - (log (#* — 22 + 1>),|
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Spoditejme derivace v poslednim radku.

322 —2
(23 =22 +41)

1

(log (:B3 — 2z + 1)) = m

'(:L'3—2x+1),:

log (373 — 2z + 1) 1 3z —2
/ e _— - —
fi(z) = T T + arccos <a:> @ 2+ 1)

Piiklad 2 (a) f(z,y) = 35z — 4y? + 32%y
D(f) =R?
“ix 0
Vypoctéme a—i
y je jen Cislo.

(x,y) - tj. zderivujme f(z,y) podle z a predstirejme, Ze

d(35 0 (4y*) 0 (322
(z,y) = (8;:)— (85)+ (8zy>—35—0+6xy—6xy+35

of
ox

Dale pocitejme % (z,y) - tj. predstirejme, Ze x je ¢islo a derivujme podle
promeénneé y.

0 (4y?) 0 (322
(w,y):8(35x)— (y)+ (xy):0+8y+3x2:8y+3m2
Jy dy Jy

of
0y

Obé derivace jsou definované na celém D(f), tedy mame hotovo.

Piiklad 2 (b) f(z,y) = 322

oz

D(f) =R\ {(z,y) € R*: 2 =0} = {(2,y) € R*: z # 0}

1 in y°
of (z,y) = siny? - 9 () = _Sm2y

ox ox \ z x

of 1

(z,7) 2y cos y?
—_— a:' S ——
oy Y

8(2/ (sinyz) = %‘cosy2‘2y:

xr T
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Obé derivace jsou definované na celém D(f), tedy mame hotovo.

Piiklad 2 (c) f(x,y) = ™ +sin (z + ¥)
D(f) =R?

of o
o (z,y) = ye™ 4 cos (z + y)

of oy
a—y(m,y) =ze™ + cos (z +y)

Obé derivace jsou definované na celém D(f), tedy mame hotovo.

Priklad 2 (d) f(z,y) = xtan {
Funkce tan neni definovana pro hodnoty §+kn, k € Z. Tedy % # 5tk
Navic y # 0 (podminka ze zlomku).

D(f) = {a,y] €R*: y # 0,2 # T + km,k € Z}

(x?y)zltan*‘i_xﬁfztanf_i_ﬁ
Yy cos*y Y y  ycos®y

of
ox

8f( ) 1 1 —z?
Oy Y cos? Y2 COSQ%

Obé derivace jsou definované na celém D(f), tedy mame hotovo.

Priklad 2 (e) f(z,y) = 2¥

D(f) = {[x,y] € R?: & > 0}, neb obecna mocnina je definovdna jen pro
kladna z.

af — 0 ylogz) _ _ylogz 9 _ ylogx Yy _ y Yy y—1
%(xay)—%(e )—6 ~%(y-logx)_e =t s =y
of

0
5, &Y =3 <ey'logx> = eVisT 5 (v logz) = V8% logx = 1Y log &
y y y
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Obé derivace jsou definované na celém D(f), tedy mame hotovo.

Piiklad 2 (f) f(z,y) = {/2% + 13
D(f) =R?

of 1

=z y)_,.;.gﬁ_L
ox 3 3/($3+y3)2 3/($3+y3)2

Pravé spocitana derivace je definovana pro /(a3 + y3)2 # 0, tj. pro
x # —y. Pro x = —y je tfeba derivaci podle x spocitat zvlast. Zvolme tedy
y € R a zkusme z definice pocitat f..(—y,y).

f(=y+t.y) = f(~y,y)

/ _ :l —
fo=y,y) = lim "
. Y-+ =Y’ vy
ey t N
i VB =3Py 307 — P - Yy
t—0 t
5 [13 = 362y + 3ty? spoj. 3y 392
= lim { Y+ StY” spoj {'/liml—y—}-y
t—0 t3 t—0 t 12

Posledni limita nevychazi jako realné ¢islo, tedy derivace neexistuje.
Jelikoz plati f(z,y) = f(y,z), tak plati, ze f,(=,y) = f;(y,z), a proto

plati nésledujici.
of oy
V(@ +y?)?

Stejnym zptisobem se ukéze, ze f,(—y,y) neexistuje. Tim jsme vyFesili
derivaci na celém, D(f) a mame hotovo.

Priklad 2 (g) f(z,y) = |z|- |y

D(f) =R?

K vypocteni f! si vypocet rozdélme na tii ¢asti:
z-lyl, x>0

f(.T, y) =140, r=0
- ’y‘a x <0
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of 9 B
%(ar,y)—%(fﬁ-lyl)—lyl, x>0

of 9 B
%(x,y) = %(—%Iyl) =—lyl, =<0

Pocitejme f1(0,y). JelikoZ je zfejmé funkce f v bodé (0,y) spojita pro
libovolné y, miZeme pouZit vétu o spojistosti derivace. Z té vyplyva, Ze
fg/ch <O7y) - 1iHl:c—>0-l— f;::(x7y) = hmw—>0+|y‘ = ‘y’ Podobné¢ f;i(oay) =
—|y|. Pokud tedy y # 0, pak f.(0,y) neexistuje. Naopak f2(0,0) = 0.

Zy vyuzuti zfejmého vztahu f(z,y) = f(y,x) dostavame naasledujici.

of . B
@(w,y)—gy(y lz|) =]z, y>0

of 0 L
9y @Y =g,y lzl) = —lzl, =<0

A pokud z # 0, pak f;(z,0) neexistuje. Naopak f,(0,0) = 0.
Tim jsme vyfesili derivaci na celém, D(f) a mame hotovo.

3/..9 1 2 2
Pitklad 2 (h) f(z.y) = 4 V5 TV og (2 +y?), [z,y] #10,0]
0, [xa y] = [07 0]
D(f)=R?
Pro [z,y] # [0, 0] plati néasledujici.
B log (2 + y? /22 +
a—f(x,y):%v 5 V) + 29U+ 2y
X 3 3 (1172 + y)2 X y
Pravé spoctené derivace je definovéna pro y # —xz2. Pro y = —z2 je

tfeba derivaci spocitat zvlast - z definice (neméame dokézanu spojitost f v
bodé [0, 0]).

Matematika 2, 2022/23 5



Y2+ 2zt log ((a: +1)* + x4)

of (,y) = lim =
ar Y T t B
i V2 + 2atlog (22 + 2 + 2at + 12)
= l1m
t—0 t

Je-li 22 4+ z* # 1, pak log (x2 + 2t + 22t + t2) — log (932 + :U4) £ 0.
Navic plati, ze -~ Ve +2x \/t2+2$t = \/H% — % = sign (x) - co. Z toho

nyni plyne, Ze pro z2 + z* # 1 derivace f v bodé (z, —2?) neexistuje.
V2 +2st log(x 2+x4+2zt+t2) .

Je-li 22 + 2* = 1, pak Pouzijeme tedy
I"'Hospitalovo pravidlo (znamé z mlnuleho semestru) a poCitame dal. Dotéavame]
nasledujici limitu (za vyuziti vztahu 22 4+ z* = 1).

O\O

log (14 22t +t%) V2t + 12

2 4+ 2zt +1

lim (2 + 2t) -
=0 33/ (2xt + 12)2

PN 4 2
Plati, 7Ze tzfgiﬁl — % pro t — 0.
Plati, z

10g(1+2xt+t2) 0
dostavame nasl.

Vo) o> pouZijeme tedy opét I’'Hospitalovo pravidlo a

5
1 2%+22 1 oV @at+¢2) 0

. . = gV i
1503 T4omt+2 2_zewat MG o442 1
3 Y/ (2at+2)°

Fi i — S [z, y] # [0, 0]
prildad 2 () J(z.y) {o, (2.3 = 0.0
D(f) =R?

Pro [z,y] # [0,0] plati nasl.

— (x, — ez +zy+y? . . 2x —+
g oY) 21y 1) (22 +y)

Pro [z,y] = [0, 0] je t¥eba spodist f. zvlast.

—1 _1

0 (0+t)2+4t-0402 __ 0 72
7(0,0) = Tim © = lim &
8 t—0 t t—0 t

Proto f;(0,0) = 0. Vypocet f, je obdobny.
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